n Carré

PAR AMINE MOHAMMED - COURS, EXERCICES & CONTROLES

Suites numériques — Exercices d'approfondissement

2eme Bac - Suites numériques

l Série 2 — convergence, suites adjacentes et récurrences.

Exercice 1
3u, +4
Up +3

1. Montrer que 1 < u,, < 2 pour tout n.
2. Montrer que (u,,) est croissante.

Soit (uy,) définie parug = 1 etu, 1 =

Correction

5
1. Sil<wu,<2alorsuy;; =3— ——, etu, +3 € [4;5], donc

Up + 3
Upy1 € |3 — 1 0] — 1} = [1,75; 2] : I'encadrement est conservé.
Su, +4—u? —3u, 4—u?
2. Upyl — Uy = L n ¢ = u”>0carun§2.

Uy + 3 U, +3

Exercice 2

Pour la suite précédente, en déduire la convergence et la limite.

Correction

3¢+ 4
£+3

La suite est croissante et majorée par 2 : elle converge vers /. Le point fixe vérifie § —

,soit 2 =4 :commel > 1,0onal =2.

Exercice 3

Montrer par récurrence que, pour tout n € Nettout z > —1, (1 + )™ > 1 4 na (inégalité de
Bernoulli).

Correction

Initialisation.n = (0 : 1 > 1. Hérédité.
QI4+z)"'=0+2)"A+z)>1Q+nz)l+z)=14+n+Dzx+nz®?>1+(n+1)z!
. (Le produit par 1 + & > 0 conserve I'inégalité.) 5

Exercice 4

n
1
Soient Uy, = E 2 etv, = u, + % Montrer que (u,,) croit, que (v,,) décroit, et conclure.
k=1



Correction

1
Uu — Uy = ——= > 0: (u,) croit.
n+1 n (n + 1)2 ( )
1 1 1 1 n—(n+l)
Ung1l — Up = — == - = :
T (i 1)? ntl o n (1) n(n+D) (et 1)
(vy,) décroit. De plus v,, — u,, = — — 0 : les suites sont adjacentes, donc elles convergent

n
vers la méme limite.

Exercice 5

) 1\"
Calculer lim (1 + — — on admettra le résultat.
n—-+00 n

Correction

Cette limite vaut e : c'est I'une des définitions du nombre e.

Exercice 6

) n u .
Soit u,, = — Montrer que 0 < Up41 < 7" pour i > 1, puis conclure.
n

Correction

Unpy (A1) an n \" 1 ,
= >< —F = = . a wiao O l > > ]-r
U, (n+1)"+1 = pl n+1 (1—|—l)n r(1+1)" >2pourn >
1 n
donc le quotient est < E : par comparaison, u,, — 0.
Exercice 7
Uy, 1
Soit (un) telle que up41 = 7 + — avec uy = 2. Déterminer le point fixe positif.
Unp
! Correction
! = £+ldonne£ — l,soit€2:2et£:\/§.
2 Y 2 /
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