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Ce que nous allons apprendre

e Monotonie et bornes

e Le raisonnement par récurrence
e Théoreme de la limite monotone
e Comparaison et gendarmes

Suites arithmétiques et géométriques
Suites définies par up11 = f(un)



Décrire une suite

T eropriéts | Traduction |

Croissante Upsi1l — Up > 0
Décroissante Upil — Uy <0
Majorée AM, u, < M
Minorée dm, u, > m

Bornée majorée et minorée



Deux étapes, jamais une

METHODE

Initialisation : la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : si elle est vraie au rang n, elle I'est au rang n + 1.

EXEMPLE
Inégalité de Bernoulli : poura > —1, (1 +a)” > 1 + na.



Le théeoreme décisif

ENONCE
Une suite croissante et majorée converge ; une suite décroissante et
minorée converge.

SINON
Croissante et non majorée : u,, — +00.



Encadrer pour conclure

GENDARMES
Siv, < u, <w,etv, = ¢ w, — £ alorsu, — L.

1 sinn 1
Exemple. —— < <

n n n

: les deux bornes tendent vers (0, donc

Sin n
> 0.

n



Arithmeétique et géomeétrique

Relation Upt1 = Up + T Up+1 = qUyp
Terme géneral ug + nr uoq"
u0+un—1 1_qn
Somme n——at— U0

LIMITE

q" —0silql <1;q" — +oosiqg>1.



La méthode en trois temps

c Trouver un intervalle I stable : f(I) C I, et montrer u,, € I par récurrence.
a Etudier la monotonie (signe de u,+1 — uy).

e Conclure par le théoréme de la limite monotone, puis résoudre £ = f(¥£).



uo = 1, U1 = VUp + 2

c Par récurrence, 0 < u, < 2:siu, < 2alors u,r1 < V4 =2.

a uz ; —us =up +2—ui = —(up — 2)(u, +1) > 0: la suite est
croissante.

e Croissante et majorée : elle converge vers £ = v/ £ + 2, soit £ = 2.



Rendre la suite géomeétrique

IDEE

Pour ¥,4+1 = au, + b, on pose v, = u, — £ ou f = 7 est le point fixe :
—a

v, est géométrique de raison a.

CONSEQUENCE
Un = £+ (ug — £)a™, de limite £ si |a| < 1.



1
Up = 9y Upt1 = FUp + 1
1

0 Point fixe : £ = = 2.

1
1—-3

g Vp = Uy — 2 Vérifie v, = %vn, avec vg = 3.

eun:2+3(l)n—>2.

2



Suites adjacentes

DEFINITION
(uy,) croissante, (v,,) décroissante et v,, — u, — 0 : les deux suites
convergent vers la méme limite.

CONSEQUENCE
Pour tout n : u, < ¢ < v,, — chaque couple de termes encadre la limite.



L'essentiel de la lecon

Formule a tout rang
Convergence
Limite d'un encadrement
Upt1 = AU, + b
Valeur de la limite

récurrence
monotone + bornée

gendarmes

Vy, = Uy, — L

t= f(£)



