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PAR AMINE MOHAMMED - COURS, EXERCICES & CONTROLES

Arithmétique dans Z — Exercices d'approfondissement

leéere Bac - Arithmétique dans Z

l Série 2 — divisibilité, Bézout, Gauss et congruences.

Exercice 1

Déterminer le PGCD de 1 071 et 462 par I'algorithme d'Euclide, puis écrire une relation de Bézout.

Correction

1071 =2 x 462 4+ 147 ;462 = 3 x 147 + 21 ; 147 = 7 x 21. Le PGCD est 21. Remontée :
21 =462 — 3 x 147 =462 — 3(1071 — 2 x 462) = 7 x 462 — 3 x 1071.

Exercice 2

Résoudre dans Z I'équation 5z = 3 (mod 7).

| Correct-ion
5x3=15=1 (mod 7):linversede 5est3.Doncz =3 x3=9=2 (mod 7):
r=2+7k ke Z.

Exercice 3

Déterminer le reste de la division euclidienne de 2100 par 7.

Correction

23 =8=1 (mod 7),et100 = 3 x 33 + 1. Donc
9100 _ (23)33 X 2=1% x2=2 (mod 7): lereste est 2.

Exercice 4

Montrer que, pour tout n € Z, n(n + 1)(n + 2) est divisible par 6.

Correction

Parmi trois entiers consécutifs, au moins un est pair et exactement un est multiple de 3. Le
produit est donc divisible par 2 et par 3, qui sont premiers entre eux, donc par 6.

Exercice 5

Soient a et b premiers entre eux. Montrer que, si a | be, alors a | c (théoréme de Gauss).



Correction

D'aprés Bézout, il existe u et v tels que au + bv = 1. En multipliant par ¢ : acu + bcv = ¢. a
divise acu et divise bcv (car a | be), donc a | c.

Exercice 6

Résoudre dans Z? I'équation 7z + 5y = 1.

Correction

Une solution particuliere : z = 3, y = —4 (car 21 — 20 = 1). Les solutions générales sont
x=3+bkety=—4—"Tk, aveck € Z.

Exercice 7

Déterminer le chiffre des unités de 32924,

Correction

Les unités de 3" suivent le cycle 3, 9, 7, 1 de période 4. 2024 = 4 x 506, donc le chiffre des
unités est celui de 34, c'est-a-dire 1.
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