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Ce que nous allons apprendre

Propositions et tables de vérité

Connecteurs et lois de De Morgan

Quantificateurs et négations

Implication, réciproque, contraposée

Absurde et contre-exemple

Le raisonnement par récurrence



La table de vérité
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UNE SEULE LIGNE FAUSSE
P = () n'est fausse que si P est vraie et () fausse.
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Réécrire une implication

DEUX ECRITURES EQUIVALENTES

(P=Q) < (PouQ) < (Q@= P)

NEGATION

P=Q=PetQ

DE MORGAN

PetQ=PouQ - PouQ = PetQ.




Nier sans se tromper

T proposition _Negation |

(Vz) P(z) (3z) P(z)
(3z) P(z) (Vz) P(z)
(Vz)(dy) P (3z)(Vy) P

REGLE
Chaque quantificateur est eéchangé, |'ordre reste le méme, et la propriété est
niée.



Deux énonceés tres difféerents

l PREMIER ENONCE

(Vz € R)(dy € R) (y > x) : vrai, il suffit de prendrey = x + 1.

SECOND ENONCE

(Jy € R)(Vx € R) (y > x) : faux, aucun réel n'est plus grand que tous les
autres.

LECON
Permuter V et 4 change completement le sens.



Démontrer autrement

Exemple. Siz #yalors (x+1)(y— 1) # (z — 1)(y + 1).
c Contraposée :si (x+1)(y—1) =(z —1)(y+ 1) alors z = y.
a En développant:zy—z+y—1=xzy+x—9y— 1.

e 2y = 2z, donc x = y : la contraposée est vraie.



Un classique

Enoncé. Montrer qu'il n'existe pas de rationnel 7 tel que r?=3.

c Supposons r = p irréductible avec p2 = 3q2.
q

63|p2donc3|p:p:3k,d'00q2=3k2.

e 3 | g aussi : contradiction avec I'irréductibilité.



Réfuter en une ligne

PRINCIPE
l Pour montrer que (Vz) P(x) est fausse, il suffit d'un seul contre-exemple.

EXEMPLE
«x?>4=2>2>»estfausse:pourxz = —3,0onax?> =9 >4 maisx < 2.

CONSEQUENCE
L'implication est vraie dans un sens seulement : il n'y a pas équivalence.



Les trois étapes

6 Initialisation : vérifier au premier rang.
a Hérédité : supposer vraie au rang n, prouver au rang n + 1.

e Conclusion : vraie pour tout n > ny.

REDACTION
On écrit clairement « supposons que P(n) soit vraie » : c'est I'hypothese de
récurrence.



Une divisibilité

Enoncé. Montrer que 4™ — 1 est divisible par 3 pour tout n € N.
@ -0:4-1=0=3x0v.

©si4—1=3kalors4™! —1=4(3k+1)—1=12k+3.

e = 3(4k + 1) : la propriété est héréditaire.



Une inégalité

, ) 1+ x? )
Enoncé. Montrer que |z| < 5 Pour tout réel x.

© frerence . L
Je calcule la différence : — ||

2
Q@ _ 1-2¢+2
N 2

, et z? = |z|?.

Q@ (-1 . .o
— 5 > (0 : I'inégalité est démontrée.




L'essentiel de la lecon

Nier une implication PetQ
Nier un quantificateur échanger V et d
Hypothese difficile contraposée
Montrer une impossibilité absurde
Réfuter un « pour tout » contre-exemple

Propriété sur tout n récurrence



